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　　摘　要 :　离散 Hartley变换 (Discrete Hartley Transform ,DHT)作为实值离散傅立叶变换的一种替代 ,在信号和图像处

理领域已有广泛应用 ,针对现有三维DHT快速算法均仅能计算长度为 2的整数次幂的DHT ,本文提出一种适用于更多不

同长度三维 DHT的分裂基22/ 4快速算法 ,较之将已有最优算法补零计算的方法 ,该算法有效的降低了计算复杂度.
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Abstract :　The discrete Hartley transform has been proposed as an alternative tool suitable for DFT referring real data and has

been used in many signal and image processing applications . Because the existed algorithms for three2dimension discrete Hartley

transform (32D DHT) only can compute sequences whose lengths are the m th power of 2 ( m is an integer) , this paper proposes a

novel split2radix22/ 4 algorithm for the fast computation of 32D DHT , which provides more flexibility in selecting the sequence

length. Moreover ,it achieves a large reduction in computational complexity compared to computing by zero padding.
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1　引言

　　DHT是一种从实数到实数的变换.在实信号处理领

域 ,DHT替代DFT有广泛应用.一维、二维 DHT已有较

多有效的快速算法.近年来 ,由于三维信号处理应用增

多 ,三维 DHT的快速算法研究受到较大关注[1～4] . 其

中 ,基22[1 ,2 ]和分裂基22/ 4[3 ,4 ]的三维 DHT快速算法 ,是

目前较有效的三维DHT快速算法 ,前者算法结构规则 ,

易于实现 ,后者在规则的结构和较低的算术复杂度两方

面做到了较好的平衡 ,但这些算法都仅适用于长度为 N

= q×2 m的情形 ,当序列长度不是 2 的整数次幂时 ,需

要用补零的方法使序列长度变为 2的整数次幂 ,而补零

的方法会增加不必要的计算.文献[5 ,6 ]中提出了适用

于 N = q×2 m 的一维或二维 DHT分裂基算法 ,由于多

维DHT的不可分离性 ,这些算法不能被直接推广用于

计算三维DH T ,因此本文提出一种适用于长度 N = q×

2 m ( q为一个奇整数)的三维 DHT的分裂基22/ 4快速算

法 ,并采用 Kronecker乘积和矩阵表示 ,易于算法实现.

2　三维 D HT的分裂基快速算法

　　三维离散信号 x ( n1 , n2 , n3)的 DHT定义如下 :

X ( k1 ,k2 ,k3) =∑
N - 1

n1 = 0
∑
N - 1

n2 = 0
∑
N - 1

n3 = 0

x ( n1 ,n2 ,n3) cas
2π
N ∑

3

i = 1

niki

(0≤ki≤N - 1 , i = 1 ,2 ,3) (1)

其中 casθ= cosθ+ sinθ, N = q×2m ( q为奇整数且 m > 0) .

　　为了有效计算式 (1)中的 X ( k1 , k2 , k3) ,我们可以

通过计算其八个分项 :偶2偶2偶 ,偶2偶2奇 ,偶2奇2偶 ,奇

2偶2偶 ,偶2奇2奇 ,奇2偶2奇 ,奇2奇2奇实现.偶2偶2偶的
输出项可由下式得到 :

X (2 k1 ,2 k2 ,2 k3) =∑
N/ 2 - 1

n1 = 0
∑

N/ 2 - 1

n2 = 0
∑

N/ 2 - 1

n3 =0

yn1 , n2 , n3
(0) cas

2π
N/ 2∑

3

i = 1

niki

(2)

对于其它项的计算 ,根据序列长度 N 的取值 ,分两种情

况予以讨论.

211　N = 2 q

当 m = 1 ,即 N = 2 q 时 ,偶2偶2奇 ,偶2奇2偶 ,奇2
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偶2偶 ,偶2奇2奇 ,奇2偶2奇 ,奇2奇2偶 ,奇2奇2奇的输出
项可由下式计算得到 :

X (2 k1 + p1 q ,2 k2 + p2 q ,2 k3 + p3 q)

= ∑
q- 1

n1 = 0
∑
q- 1

n2 = 0
∑
q- 1

n3 =0

yn1 , n2 , n3
( p) ( - 1) ∑

3

i = 1
n

i
r

icas
2π
q ∑

3

i = 1

niki

(0≤ki≤q - 1 , i = 1 ,2 ,3) ,此式中 p≠0　　(3)

　　若无特殊说明 ,文中 p = 0 ,1 , ⋯,7 , p1 = õp/ 4」, p2

= õp/ 2」mod 2 , p3 = pmod 2“õ」”、“mod”分别表示向下取

整、取余.式 (2) 、(3)中 yn1 , n2 , n3
,可由初始输入序列从下

式得到 :

yn1 , n2 , n3
= H2

3 xn1 , n2 , n3
(0≤ni≤q - 1) (4)

xn1 , n2 , n3
( p) = x ( n1 + p1 q , n2 + p2 q , n3 + p3 q)

yn1 , n2 , n3
( p) = yp1 , p2 , p3

( n1 , n2 , n3)
(5)

H2
3 = H2 ª H2 ª H2 ,其中 H2 =

1 1

1 - 1
,“ª”表示

Kronecker乘积[8 ] .

212　N≥4 q

当 m≥2 ,即 N≥4 q时 ,偶2偶2奇 ,偶2奇2偶 ,奇2偶2
偶 ,偶2奇2奇 ,奇2偶2奇 ,奇2奇2偶 ,奇2奇2奇的输出项可
由式 (6)计算得到 :

X ( N + 4 k1±r1 q) mod N , ( N + 4 k2±r2 q) mod N ,

( N + 4 k3±r3 q) mod N

= ∑
N - 1

n1 = 0
∑
N - 1

n2 = 0
∑
N - 1

n3 = 0

x ( n1 , n2 , n3) cosαcasβ±sinαcas( - β)

= ∑
N/ 4 - 1

n1 = 0
∑

N/ 4 - 1

n2 = 0
∑

N/ 4 - 1

n3 =0

f r1 , r2 , r3
cas(β) ±∑

N/ 4 - 1

n1 = 0
∑

N/ 4 - 1

n2 = 0
∑

N/ 4 - 1

n3 = 0

gr1 , r2 , r3
cas( - β)

(6)

其中　α=
2π

N/ q ∑
3

i = 1

niri , 　β =
2π
N/ 4 ∑

3

i = 1

niri

(0≤k1 , k2 , k3≤
N
4

- 1)

f r1 , r2 , r3
、gr1 , r2 , r3
由以下 ( a)～ ( g)的分解过程计算得到 ,

r1 , r2 , r3的值为分解过程中分别设定的值.

　　( a)偶2偶2奇输出项的分解过程
　　( r3 = 1 , r1 = 0或 2 , r2 = 0或 2)

f r1 , r2 ,1

gr1 , r2 ,1
=

C001 - S001

S001 C001

I4 0

0 D

B001 R1 B001

- R2 B′001 - B′001
Y001

(7)

其中

f r1 ,r2 ,1 ( r) = f r1 ,r2 ,1 ( n1 ,n2 ,n3) , gr1 ,r2 ,1 ( r) = gr1 ,r2 ,1 ( n1 ,n2 ,n3)

C001 ( r , r) = cosα, S001 ( r , r) = sinα, r = r1 + r2×
1
2

(8)

在以下 ( b)～ ( g)情形中均有类似的表示 ,为节省篇幅 ,

仅写出 r1 , r2 , r3与 r之间关系等式

IL 为L 阶单位矩阵 , D = ( - 1) ( q - 1) / 2 I4 ,

IQP
L 为 IL 的第 P、Q行互换后的矩阵 , H2

2 = H2 ª H2

B001 = I32
4 H2

2 ( I2 ª J 1) , B′001 = I32
4 H2

2 ( I2 ª J 2) (9)

J 1 =
1 0

0 0
, J 2 =

0 0

0 - 1
(10)

R1 = diag(1 ,1 , - 1 , - 1) , R2 = diag( - 1 , - 1 ,1 ,1)

(11)

y001 ( p) = y001 ( n1 + p1 N/ 4 , n2 + p2 N/ 4 , n3 + p3 N/ 4)

(12)

　　( b)偶2奇2偶输出项的分解过程
　　( r2 = 1 , r1 = 0或 2 , r3 = 0或 2)

f r1 ,1 , r3

gr1 ,1 , r3

=
C010 - S010

S010 C010

I4 0

0 D

B010 R1 B010

R2 B′010 - B′010

Y010

(13)

其中 r = r1 + r3×(1/ 2) (14)

B010 = H2
2 ( J 1 ª I2) , 　B′010 = H2

2 ( J 2 ª I2) (15)

y010 ( p) = y010 ( n1 + p1 N/ 4 , n2 + p2 N/ 4 , n3 + p3 N/ 4)

(16)

　　( c)奇2偶2偶输出项的分解过程 ( r1 = 1 , r2 = 0或 2 ,

r3 = 0或 2)

f1 , r2 , r3

g1 , r2 , r3

=
C100 - S100

S100 C100

I4 0

0 D

B100 0

0 B100
Y100

(17)

其中 : B100 = H2
2 , r = r2 + r3×(1/ 2) (18)

y100 ( p) = y100 ( n1 + p1 N/ 4 , n2 + p2 N/ 4 , n3 + p3 N/ 4)

(19)

　　( d)偶2奇2奇输出项的分解过程
　　( r3 = 1 , r1 = 0或 2 , r2 = 1或 - 1)

f r1 , r2 ,1

gr1 , r2 ,1
=

C011 - S011

S011 C011

I4 0

0 D

B011 R1 B011

I43
4 B′011 R2 I21

4 B′011

Y011

(20)

其中

B011 = I21
4 H2

4
J 1 0

0 J 2
, B′011 = H2

4
J′1 0

0 J′2
(21)

J′1 =
0 1

0 0
, J′2 =

0 0

- 1 0
(22)

r = r1 + ( r3 - r2) ×(1/ 2) (23)

y011 ( p) = y011 ( n1 + p1 N/ 4 , n2 + p2 N/ 4 , n3 + p3 N/ 4)

(24)

　　( e)奇2偶2奇输出项的分解过程
　　( r3 = 1 , r2 = 0或 2 , r1 = 1或 - 1)
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f r1 , r2 ,1

gr1 , r2 ,1
=

C101 - S101

S101 C101

I4 0

0 D

B101 - B′101

R3 B′101 R3 B101
Y101

(25)

B101 = H2
4 ( I2 ª J 1) , B′101 = H2

4 ( I2 ª J 2) (26)

R3 = diag( - 1 ,1 , - 1 ,1) (27)

r = r2 + ( r3 - r1) ×(1/ 2) (28)

y101 ( p) = y101 ( n1 + p1 N/ 4 , n2 + p2 N/ 4 , n3 + p3 N/ 4)

(29)

　　( f )奇2奇2偶输出项的分解过程
　( r2 = 1 , r1 = 1或 - 1 , r3 = 0或 2)

f r1 ,1 , r3

gr1 ,1 , r3

=
C110 - S110

S110 C110

I4 0

0 D

B110 - B′110

R3 B′110 R3 B110

Y110

(30)

B110 = I32
4 H2

2 ( J 1 ª I2) , B′110 = I32
4 H2

2 ( J 2 ª I2) (31)

r = r3 + ( r2 - r1) ×(1/ 2) (32)

y110 ( p) = y110 ( n1 + p1 N/ 4 , n2 + p2 N/ 4 , n3 + p3 N/ 4)

(33)

　　( g)奇2奇2奇输出项的分解过程
　( r3 = 1 , r1 = 1或 - 1 , r2 = 1或 - 1)

f r1 , r2 ,1

gr1 , r2 ,1
=

C111 - S111

S111 C111

I4 0

0 D

I21
4 B111 R1 I21

4 B′111

I43
4 B′111 R2 I43

4 B111

Y111

(34)

r = ( r3 - r1) + ( r3 - r2) ×(1/ 2) (35)

B111 = H2
2

J 1 0

0 J 2
B′111 = H2

2
J′1 0

0 J′2
(36)

y111 ( p) = y111 ( n1 + p1 N/ 4 , n2 + p2 N/ 4 , n3 + p3 N/ 4)

(37)

3　计算复杂度分析与讨论

　　设一次蝶形运算需要四次乘法和两次加法.

当 m = 1 ,即 N = 2 q时 ,由式 (2) 、(3)计算 ,算法所

需的乘法和加法数分别为 :

M (2 q×2 q×2 q) = 8 M ( q×q×q) (38)

A (2 q×2 q×2 q) = 8A ( q×q×q) + 24 q3 (39)

　　当 m = 2 ,即 N = 4 q时 ,cosα或 sinα的值为 0 或±

1 ,不需做乘法运算 ,此时算法需要的乘法和加法数分别

为 :

M(4 q×4 q×4 q) =

M (2 q×2 q×2 q) + 56 M( q×q×q) (40)

A (4 q×4 q×4 q)

= A (2 q×2 q×2 q) + 56A ( q×q×q + 360 q3 (41)

　　当 m > 2 ,即 N > 4 q时

　　(1)式 (7) 、(13) 、(17) 、(20) 、(25) 、(30) 、(34)中矩阵

运算需做的乘法和加法数分别为 :112 ×( N/ 4) 3 - Mt ;

168×( N/ 4) 3 - At ,其中 : Mt = 10 . 5×qN2 , At = 3 . 5×qN2

是当 cosα或 sinα为特殊值 0 , ±1 , 2/ 2 可以节省的乘

法和加法数 ;

　　(2) 计算式 (2)中 y000 ( n1 , n2 , n3)及式 (12) 、(16) 、

(19) 、(24) 、(29) 、(33) 、(37)需做的加法数为 3 N3 ;

　　(3) 式 (6)需做加法 56×( N/ 4) 3 ;

综上 ,当 N > 4 q时 ,算法所需的乘法和加法数分别

为 :

M ( N×N×N) = 1 . 75 N3 - 10. 5 qN2 + M ( N/ 2×N/ 2×N/ 2)

+ 56 M ( N/ 4×N/ 4×N/ 4) (42)

A ( N×N×N) = 6 . 5 N3 - 3 . 5 qN2 + A ( N/ 2×N/ 2×N/ 2)

+ 56 A ( N/ 4×N/ 4×N/ 4) (43)

当 q = 1时 ,算法的初始值为 :

M (4×4×4) = M (2×2×2) = 0 (44)

A (4×4×4) = 384 A (2×2×2) = 24 (45)

　　当 q = 3时 ,用行列方法计算 3×3×3 DHT ,所需的

乘法和加法数分别为 :

M (3×3×3) = 90 A (3×3×3) = 239 (46)

　　当 q = 1时 ,文中算法与目前最优的文献[4 ,5 ]中的

算法具有相同的算术复杂度 ;当 q = 3时 ,用文中的方法

以及将文献[5 ]中算法补零的方法 ,计算不同长度序列 ,

每点所需的乘法和加法数如表 1所示 ,文中的算法比较

将文献[5 ]中算法补零的方法 ,每点约能节省 40 %～

50 %的乘法计算和 50 %～60 %的加法计算.本文提出的

算法不仅可以直接计算 N = q×2 m的序列 ,而且即便同

样用补零的方法计算某些特定长度的序列值时 ,也比文

献[5 ]中方法作加法和乘法的次数少.如 :计算一个 (254

×3) ×(254 ×3) ×(254 ×3)点的 DHT ,通过补零 ,用文

中的方法只需计算一个 (256×3) ×(256×3) ×(256×3)

点的DHT ,用文献[5 ]中的方法需计算一个 1024 ×1024

×1024 点的 DHT前者需作的乘法和加法数分别为 3 ,

324 ,138 ,593和 16 , 025 , 153 , 805 ,后者需作的乘法和加

法数分别为 6 ,989 ,415 ,030 和 35 ,929 ,441 ,541 ,前者比

后者节省约 52 %的乘法计算和约 55 %的加法计算.

4　结论

　　本文推导出一种适用于长度 N = q×2 m ( q为奇整

数)的三维DHT的分裂基快速算法 ,较之已有算法 ,文

中算法可适用于更多不同长度的序列 ,在 q = 1时 ,本文

算法与目前最优的算法具有相同的算术复杂度 ,在 q =

3时 ,本文算法较文献[5 ]中算法补零的方法有效降低

了计算复杂度.且文中算法实现结构规则 ,可进行同址

计算 ,采用 Kronecker 乘积和矩阵表示 ,更易于算法实

现.
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表 1　q = 3时算术复杂度比较

用文献[5 ]中算法补零计算 本文提出的算法

Transform size ( q = 3) ( N×N×N) Muts/ p Adds/ p ( M + A) / p Muts/ p Adds/ p ( M + A) / p

(25×3) ×(25×3) ×(25×3) 8. 8343 54. 8265 63. 6608 5. 0885 25. 0892 30. 1776

(26×3) ×(26×3) ×(26×3) 11. 0339 62. 874 73. 9079 5. 4617 28. 4489 33. 9106

(27×3) ×(27×3) ×(27×3) 13. 2088 71. 2236 84. 4324 6. 8031 31. 9818 38. 7849

(28×3) ×(28×3) ×(28×3) 15. 4296 79. 317 94. 7466 7. 3383 35. 3768 42. 7152

(29×3) ×(29×3) ×(29×3) 17. 6224 87. 6387 105. 261 8. 5995 38. 8993 47. 4988

(210×3) ×(210×3) ×(210×3) 19. 8457 95. 7626 115. 608 9. 2357 42. 3137 51. 5494
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